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摘 要： 许多量子电路综合算法由于指数级时间与空间复杂度，只能用可逆逻辑门综合３量子逻辑电路，仅有
少数算法实现用量子非门，控制非门，控制Ｖ门与控制Ｖ＋门（ＮＣＶ）综合３量子逻辑电路，主要方法是将电路综合问题
简化为四值逻辑综合问题．本文提出用ＮＣＶ门构造新型量子逻辑门库，该库与 ＮＣＶ门库在综合最优３量子逻辑电路
上等价，因此又可将四值逻辑综合问题进一步简化为更易求解的二值逻辑综合问题，使用基于完备 Ｈａｓｈ函数的３量
子电路快速综合算法，快速生成全部最优的３量子逻辑电路，以最小代价综合电路的平均速度是目前最好结果 Ｍａｓｌｏｖ
２００７的近１２７倍．
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１ 引言

量子计算机可等效一个量子图灵机，量子图灵机可

等价一个量子逻辑电路．量子逻辑门的组合与级联是组
成量子计算机的基本元素．３０年来，人们已经提出了多
种量子门，如控制非门［１］、Ｔｏｆｆｏｌｉ门、Ｆｒｅｄｋｉｎ门［２］、Ｐｅｒｅｓ
门等量子逻辑门，每条量子线的输入与输出值均为二元

基态．还有如控制 Ｖ门、控制 Ｖ＋门等量子非逻辑门［２］，
当每条量子线的输入均为二元基态时，输出却可能是叠

加态．如何用指定量子门，自动生成代价最小的量子电
路，其本质是可逆逻辑综合问题．为此人们做了大量研
究，并提出许多基于量子逻辑门的 ３量子综合算
法［３～７］，而基于量子非逻辑门的综合算法并不多，目前

有几种基于 ＮＣＶ的综合算法［８～１１］，尽管已提出多种 ４
量子综合算法［１２～１４］，但还是基于量子逻辑门的．综合
ＮＣＶ的主要方法是根据控制 Ｖ门与控制 Ｖ＋门的特点，
将量子电路综合问题简化为四值逻辑综合问题，而基于

可逆逻辑门的综合算法可简化为二值逻辑综合问题，对
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于 ｎ量子电路而言，前者生成量子电路的功能共有４ｎ！
种，而后者却仅有２ｎ！种，如当 ｎ＝３时，４ｎ｜ｎ＝３＝１２６９
×１０８９，２ｎ！｜ｎ＝３＝４０３２０，显然前者的解空间远大于后
者，但所求全部 ｎ量子逻辑电路共有２ｎ！种，前者还需
从４ｎ！种量子电路中筛选出２ｎ！种所求的量子逻辑电
路，因此前者算法效率远低于后者，若能将四值逻辑综

合问题简化为更易求解的二值逻辑综合问题，必然会

大幅度提高算法效率．经研究发现，先用 ＮＣＶ门库生成
Ｐｅｒｅｓ门和三种类似 Ｐｅｒｅｓ门的新型量子逻辑门，与非
门、控制非门一起构成新型量子逻辑门库（ＮＣＰ４），令人
惊喜的是ＮＣＰ４门库与 ＮＣＶ门库可构造出完全等价的
全部最优３量子逻辑电路，即由两方法生成的功能相同
的电路的代价相同，但构造方法不尽相同，可称这两个

量子门库在综合３量子逻辑电路时等价．基于置换群理
论与逻辑计算技术，采用位运算构造完备的 Ｈａｓｈ函
数［５］，提出了基于 Ｈａｓｈ表的量子可逆逻辑电路综合算
法，可使用与量子门库 ＮＣＶ等价的 ＮＣＰ４门库，采用多
种量子代价标准，以高效生成基于ＮＣＶ的全部最优的３
量子逻辑电路．实验结果表明，该算法在同等计算环境
下，按各种量子代价标准综合电路的平均速度是目前

最好结果［１０］的近１２７倍．

２ 量子逻辑电路的基本概念

利用微观粒子状态表示的信息称为量子信息，量

子信息的基本单位是量子比特（ｑｕｂｉｔ），与经典信息不
同，量子比特能以叠加态的形式存在．任何量子比特均
可由一个二元向量形式表示，形式为｜Ψ〉＝α｜０〉＋

β｜１〉，用向量可写为｜Ψ〉＝α( )０１ ＋β( )１０ ＝α( )
β
，其中

｜０〉＝( )１０，｜１〉＝( )０１，α和β为复数，满足归一化条件：
｜α｜２＋｜β｜

２＝１．
量子门是处理量子信息的基本单元，它的级联构

成量子电路，量子电路是可逆的．量子计算中，一个量
子门对应一个幺正变换，根据输入输出的对数，量子门

可分为单量子比特门与多量子比特门．
定义１ 单量子通用门，记为 Ｕ．见图１，其单量子

酉操作可用矩阵表示为 Ｕ＝
ｕ００ ｕ０１
ｕ１０ ｕ( )

１１
，该复矩阵有如

下性质：Ｕ×Ｕ＝Ｕ×Ｕ＝Ｉ，其中 Ｉ为单位矩阵，Ｕ

为矩阵 Ｕ的共轭转置，即 Ｕ＝（ＵＴ），即对 Ｕ先转置
再取复共轭．如量子非门，见图１，可用矩阵定义为 Ｕ＝

Ｎ＝
０ １( )１ ０

．当该门输入｜Ψ〉后，输出为 ＮΨ ＝Ｎ
α( )
β
＝

β( )
α
．量子 Ｖ门、Ｖ＋门用矩阵分别定义为 Ｕ＝Ｖ＝１＋ｉ２

·
１ －ｉ
－ｉ( )１ ，Ｕ＝Ｖ＋ ＝１－ｉ２

１ ｉ
ｉ( )１，可得 ＶＶ＋ ＝

Ｖ＋Ｖ＝Ｉ，ＶＶ＝Ｖ＋Ｖ＋＝Ｎ，因此 Ｖ门与Ｖ＋门也称为
平方根非门．显然 Ｎ门与ＣＮ门为量子逻辑门，ＣＶ门
与ＣＶ＋门为量子非逻辑门．

引理１ 二量子通用控制 Ｕ门，记为 ＣＵ．见图１，
其输入的控制端、受控端分别为 ｘ１、ｘ０，输出的控制端、
受控端分别为 ｙ１、ｙ０，设 ｘ１∈｛｜０〉，｜１〉｝，得 ｙ１≡ｘ１，若
ｘ１＝｜１〉，ｙ０＝Ｕｘ０，否则 ｙ０＝ｘ０．因此 ＣＵ门的功能可用
｜ｃ〉｜ｔ〉→｜ｃ〉Ｕｃ｜ｔ〉表示，其中 Ｕ０＝Ｉ，Ｕ１＝Ｕ．

证明 已知 ＣＵ门可用矩阵定义为 ＣＵ＝
１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ ｕ００ ｕ０１
０ ０ ｕ１０ ｕ











１１

．当输入端 ｘ１＝｜１〉，ｘ０＝｜Ψ〉时，输

入值可用向量的张量积表示为｜１〉｜Ψ〉＝( )０１ α( )
β
＝

（０ ０ α β ）
－１， 则 输 出 值 为：

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ ｕ００ ｕ０１
０ ０ ｕ１０ ｕ











１１

０
０
α













β

＝

０
０

ｕ００α＋ｕ０１β
ｕ１０α＋ｕ１１











β

＝ ( )０１ 

ｕ００ ｕ０１
ｕ１０ ｕ( )

１１

α( )( )
β

＝｜１〉Ｕ｜Ψ〉＝｜１〉Ｕ１｜Ψ〉．

同理，当 ｘ１＝｜０〉，ｘ０＝｜Ψ〉时，输出值为：
｜１〉｜Ψ〉＝｜１〉Ｕ０｜Ψ〉，显然以上命题成立．
当 ＣＵ门中 Ｕ＝Ｖ或 Ｕ＝Ｖ＋时，则为控制 Ｖ门

（ＣＶ）与控制 Ｖ＋门（ＣＶ＋），见图 １，也称为控制平方根
非门．

命题１ 设 ＣＵ门的任意输入值不发生纠缠，惟有
当控制端的输入值为｜０〉或｜１〉时，输出值也不发生纠
缠．其中，量子纠缠是一种量子力学现象，其定义上描
述复合系统（具有两个以上成员系统）特殊的量子态，

此量子态无法分解为成员系统各自量子态的张量积．
如（｜０１〉＋｜１０〉）／槡２无法写成两个量子比特的张量积．

证明 设任意控制量子门 ＣＵ，见图１，当 ｘ１＝｜Ψ１〉，

ｘ０＝｜Ψ０〉时，输入 Ｐｉｎ＝｜Ψ１〉｜Ψ０〉＝
α１

β
( )
１

α０

β
( )
０
＝
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α１α０

α１β０

β１α０

β１β











０

，则 输 出 Ｐｏｕｔ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ ｕ００ ｕ０１
０ ０ ｕ１０ ｕ











１１

α１α０

α１β０

β１α０

β１β











０

＝

α１α０

α１β０

β１α０ｕ００＋β１β０ｕ０１

β１α０ｕ１０＋β１β０ｕ











１１

＝
α１
α０

β
( )
０

β１
α０ｕ００＋β０ｕ０１
α０ｕ１０＋β０ｕ

( )










１１

．

若该门输出不发生纠缠，则 Ｐｏｕｔ可写成两个量子比

特 张 量 积 的 形 式．由 于
ｕ００ ｕ０１
ｕ１０ ｕ( )

１１

α０

β
( )
０
＝

α０ｕ００＋β０ｕ０１
α０ｕ１０＋β０ｕ

( )
１１
，根据归一化条件，得｜α０｜２＋｜β０｜

２＝１，

｜α０ｕ００＋β０ｕ０１｜
２＋｜α０ｕ１０＋β０ｕ１１｜

２＝１，因此，α０与β０不
可能同时为０，同样α０ｕ００＋β０ｕ０１与α０ｕ１０＋β０ｕ１１也不可
能同时为０，因此 Ｐｏｕｔ写成两个量子比特张量积的形式
只可能有三种情况．

（１）当 α１ ＝ ０，则 β１ ＝ １，得 Ｐｏｕｔ ＝

( )０１ α０ｕ００＋β０ｕ０１
α０ｕ１０＋β０ｕ

( )
１１
．

（２）当β１＝０，则α１＝１，得 Ｐｏｕｔ＝( )１０ α０

β
( )
０
．

（３）当
α０

β
( )
０
与
α０ｕ００＋β０ｕ０１
α０ｕ１０＋β０ｕ

( )
１１
对应成比例，即ｋ≠

０，α０ｋ＝α０ｕ００＋β０ｕ０１，β０ｋ＝α０ｕ１０＋β０ｕ１１，则 Ｐｏｕｔ＝
α１

ｋβ
( )

１

α０

β
( )
０
，又因为α

２
１＋β

２
１＝１且α２１＋ｋ２β

２
１＝１，得 ｋ＝

１，因此α０＝α０ｕ００＋β０ｕ０１，β０＝α０ｕ１０＋β０ｕ１１，则 Ｐｏｕｔ＝
α１

β
( )
１

α０

β
( )
０
＝｜Ψ１〉｜Ψ０〉＝Ｐｉｎ，得 ＣＵ为单位矩阵，即为

恒等电路，与量子门定义不符，因此该情况不可能．所
以只有当α１＝０或β１＝０时，即控制端的输入值为｜０〉
或｜１〉时，输出信息才不发生量子纠缠．

量子逻辑电路要求输入与输出均为逻辑值，即每

条量子线的输入与输出为｜１〉或｜０〉，显然输入与输出值
不发生纠缠，当量子逻辑电路内部发生纠缠时，电路中

的信息变得复杂，即有从非纠缠变为纠缠，最终变为非

纠缠的过程，在综合电路的过程中，只要满足命题１的
要求，就能完全避免发生纠缠，从而简化了综合过程，

通过大量实验发现，最优的量子逻辑电路中都不发生

纠缠，但该命题尚未能到理论上的严格证明．
命题２ 在最优的ＮＣＶ量子逻辑电路中，若电路的

每条量子线上的输入是｜０〉或｜１〉，即输入为逻辑值，则
电路中任意量子线上的值只可能有４种．

证明 当 Ｖ门输入分别为｜０〉、｜１〉，输出分别为

Ｖ０＝
１＋ｉ
２

１ －ｉ
－ｉ( )１ ( )１０ ＝１＋ｉ２ １

－( )ｉ、Ｖ１＝１＋ｉ２·
－ｉ( )１ ，当 Ｖ＋门输入分别为｜０〉、｜１〉，输出分别为 Ｖ＋０

＝１－ｉ２
１ ｉ
ｉ( )１ ( )１０ ＝Ｖ１、Ｖ＋１ ＝Ｖ０；当 Ｖ０分别经过非

门、Ｖ门或Ｖ＋门时，其输出分别为 ＮＶ０＝
１＋ｉ
２

－ｉ( )１ ＝

Ｖ１、｜１〉和｜０〉，同理，当 Ｖ１分别经过非门、Ｖ门或Ｖ＋门
时，其输出分别为 Ｖ０、｜０〉和｜１〉．根据命题１得，最优量
子逻辑电路中，量子门的控制端只能是｜０〉或｜１〉，因此
可构造如表１的真值表．

表１ 非门的真值表

输入 ｘ０ 输出 ｙ０

０ １

１ ０

Ｖ０ Ｖ１

Ｖ１ Ｖ０

从表１与表２可得，当电路输
入逻辑值时，电路中任意一点的

值 ｄ∈｛｜０〉，｜１〉，Ｖ０，Ｖ１｝．
关于 ｎ变量可逆逻辑对应真

值表和由 ２ｎ！个元素组成的 ２ｎ

次置换群的相关定义见文献［１３］
的定义４．

表２ 控制量子门的真值表

各门输入 ＣＮ门输出 ＣＶ门输出 ＣＶ＋门输出

ｘ１ ｘ０ ｙ１ ｙ０ ｙ１ ｙ０ ｙ１ ｙ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ １ ０ １ ０ １
０ Ｖ０ ０ Ｖ０ ０ Ｖ０ ０ Ｖ０
０ Ｖ１ ０ Ｖ１ ０ Ｖ１ ０ Ｖ１
１ ０ １ １ １ Ｖ０ １ Ｖ１
１ １ １ ０ １ Ｖ１ １ Ｖ０
１ Ｖ０ １ Ｖ１ １ １ １ ０
１ Ｖ１ １ Ｖ０ １ ０ １ １

定义２ 定义 Ｌｎ为量子门库，是 ｎ变量的量子门
的集合，可用于综合 ｎ变量的量子电路，简写为 Ｌ．用
Ｔ（Ｌ）为库 Ｌ能综合的所有ｎ变量的量子电路的集合．
｜Ｌ｜为库 Ｌ中量子门的总数量，｜Ｔ（Ｌ）｜为 Ｔ（Ｌ）中电路
的总数量．

定义３ 线置换［１２］是指量子电路中各量子门与量

子线的交点不变，量子线之间的顺序发生变化，即量子

线发生置换，显然它属于拓扑变换，设量子门 ｇ经过线
置换σ后，生成新量子门记为 Ｐσ（ｇ）．设电路 Ｇ为量子
门ｇ１，ｇ２级联，经线置换σ后，电路变为 Ｐσ（Ｇ）＝

Ｐσ（ｇ１ｇ２）＝Ｐσ（ｇ１）Ｐσ（ｇ２），令σ＝
０ １ ２( )２ ０ １

＝（０２１）

＝（０２）（０１），电路线置换过程见图２．
设 ｎ变量的量子门库Ｌ中有ｍ个基本的量子门，

分别为 ｇ１，ｇ２，…，ｇｍ，显然有 Ｌ＝ ∪
ｊ∈ＳＮＦ，ｉ∈ＳＭ

Ｐσｊ（ｇｉ），Ｌ中

所有量子门的置换的集合为 ∪
ｊ∈ＳＮＦ，ｉ∈ＳＭ

Ｐσｊ（π（ｇｉ）），其中
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ＳＮＦ＝｛１，２，…，ｎ！｝，ＳＭ＝｛１，２，…，ｍ｝，置换σ＝（０，１，
…，ｎ－１）共有 ｎ！种，分别为σ１，σ２，…，σｎ！，π（ｇ）表示
门 ｇ的置换．

定义４ 量子电路 Ｇ的最小置换电路［１２］定义为：Ｇ
经过全部线置换后生成的新电路中置换值最小的电

路，简称为 Ｇ的最小置换电路，用 Ｍｉｎ（Ｇ）表示量子电
路Ｇ经过全部线置换生成电路构成的集合为 Ｓ＝
∪
ｊ∈ＳＮＦ
Ｐσｊ（Ｇ），则 Ｍｉｎ（π（Ｇ））＝ｍｉｎ｛Ｐσｊ（π（Ｇ））｜ｊ∈ＳＮＦ｝，

ｋ∈ＳＮＦ，Ｐσｋ（τ）＝Ｍｉｎ（π（Ｇ）），则 Ｍｉｎ（Ｇ）＝Ｐσｋ（Ｇ），
Ｍｉｎ（Ｓ）＝｛Ｍｉｎ（Ｇ）｜Ｇ∈Ｓ｝．

定义５ 定义 Ｃ（ａ）和 Ｃｍｉｎ（ａ）分别为 Ｔ（Ｌ）中任意
量子电路 ａ的量子代价和最小量子代价；电路的量子
代价等于该电路中各个量子门的量子代价之和；简言

之，用量子门库 Ｌ中的量子门制造量子电路ａ的最小
成本为Ｃｍｉｎ（ａ）．Ｃｍａｘ（Ｔ（Ｌ））是 Ｔ（Ｌ）中量子电路的最小
量子代价的最大值．量子门或量子电路的量子代价是
指制造量子门或量子电路的成本，或表示其它物理含

义．量子代价标准 ＮＣＶａｂｃ表示量子门 Ｎ、ＣＮ、ＣＶ与
ＣＶ＋的量子代价分别为ａ、ｂ、ｃ．常见的 ＮＣＶ量子代价标
准有四种，分别为 ＮＣＶ１１１、ＮＣＶ０１２、ＮＣＶ１５５［１０］和
ＮＣＶ０１１［７］．结合定义 ２，Ｔ（Ｌ，ＣＭ）表示库 Ｌ以量子代
价标准ＣＭ综合的所有最优的ｎ量子电路的集合．

定义 ６ 定义 Ｍ（Ｌｎ，ＣＭ）为量子逻辑门库，记
ＬＣＭ，以量子代价标准 ＣＭ综合所有最优的ｎ量子逻辑
电路时，使用该库与使用量子门库 Ｌｎ等价，它具有三
个性质．

（１）最优性．ＬＣＭ中全部是用Ｌｎ构造的最优量子逻
辑电路，显然 ＬＣＭＴ（Ｌｎ，ＣＭ）；

（２）最简性．ＬＣＭ中不存在一量子电路可用ＬＣＭ中
的两个或以上电路以相同量子代价综合而成，当然量

子代价不可能变得更小，因为 ＬＣＭ中全是最优电路；
（３）等价性．可用 ＬＣＭ门库以相同量子代价综合全

部Ｔ（Ｌｎ，ＣＭ）中的量子逻辑电路．
命题３ 一定存与 Ｌｎ等价的量子逻辑门库ＬＣＭ．
证明 已知 Ｌｎ为通用量子门库，可综合任意 ｎ量

子逻辑电路，假设 Ｔ（Ｌｎ，ＣＭ）中存在一个电路 Ｒ不可
用ＬＣＭ综合，则在满足定义６的基础上，如果在 Ｔ（Ｌｎ，
ＣＭ）中存在若干非 Ｒ电路加入ＬＣＭ后，化简而成的新
ＬＣＭ能综合电路Ｒ，结论成立，否则，可直接将电路 Ｒ
加入ＬＣＭ中，并进行化简，显然新库中的门 Ｒ可最优综
合电路 Ｒ，结论仍成立．

３ 新型量子可逆逻辑电路综合算法

量子门的功能本质上是实现数据的某种置换．量
子电路由若干个量子门的级联组成，其本质就是若干

置换的叠加，即置换的乘积．这在基于量子逻辑门的综
合中容易实现，而在使用量子非逻辑门时，要通过对量

子电路中可能出现的全部值进行编码，并间接描述量

子门的置换，这是用置换法解决 ＮＣＶ量子逻辑电路综
合问题的前提．３１～３３节实现用四值逻辑综合基于
ＮＣＶ库的量子逻辑电路．而 ３４节给出了本文核心算
法，即构造新型量子逻辑门库的算法，生成新型量子逻

辑门库ＮＣＰ４，然后使用库ＮＣＰ４，调用文献［５］的３量子
逻辑电路综合算法，综合全部最优３量子逻辑电路．
３１ 量子门ＣＶ的真值表构造

据命题 ２知，在 ＮＣＶ最优量子逻辑电路中，只有
｜０〉、｜１〉、Ｖ０与 Ｖ１这４个值，分别用００、０１、１０与１１编
码，并构造完整的真值表，表中 ＩＤ′ｘ＝（ｘ１１ｘ１０ｘ０１ｘ００）２，

ＩＤ′ｙ＝
（ｙ１１ｙ１０ｙ０１ｙ００）２，ｘ１１＝０
１６（无效情形），ｘ１１{ ＝１

，其中 ｘ１１＝１表示控制端

为 Ｖ０或 Ｖ１，根据命题１得，此为无效情形，这样在综合
时可将一些无效的电路快速去除．设用该门综合２量子
逻辑电路，ＣＶ完整的真值表见表３．为判断当前电路的
每位输出是否为逻辑值，则要判断输出值是否属于｛０，
１，４，５｝，这些数据没有规律，只能依次比较，效率较低，
为提高算法性能，将二制数中 ｘ１０与 ｘ０１以及 ｙ１０与 ｙ０１同
时交 换，可 得 ＩＤｘ ＝ （ｘ１１ ｘ０１ ｘ１０ ｘ００）２，ＩＤｙ ＝
（ｙ１１ｙ０１ｙ１０ｙ００）２，ｘ１１＝０
１６（无效情形），ｘ１１{ ＝１

，分别取代 ＩＤ′ｘ，ＩＤ′ｙ，此时判断

输出值是否属于｛０，１，２，３｝，则判断条件可简化为：电路
输出值是否都小于４．

为综合３量子电路，需将表３真值表拓展为３个输
入与输出变量的真值表，方法是令 ＩＤｘ＝（ｂ１ｘ１１ｘ０１ｂ０ｘ１０

ｘ００）２，ＩＤｙ＝
（ｂ１ｙ１１ｙ０１ｂ０ｙ１０ｙ００）２，ｘ１１＝０
６４（无效情形），ｘ１１{ ＝１

，其中 ｂ１ｂ０∈

｛００，０１，１０，１１｝，为此可用算法自动生成４ｎ｜ｎ＝３＝６４个
输入与输入的真值表，判断逻辑电路的条件为：电路输

出值是否都小于２ｎ｜ｎ＝３＝８，因该真值表太大，现从文中
略去．

使用ＮＣＶ库综合 ｎ量子逻辑电路时，输入值分别
为｛０，１，２，…，２ｎ－１｝，各量子门功能是实现｛０，１，２，…，
４ｎ－１｝的置换，则每层电路输出值是｛０，１，２，…，４ｎ－１｝
中２ｎ个不同的数，但不一定是｛０，１，２，…，２ｎ－１｝的置
换，因所求为逻辑电路，则电路最终输出一定是｛０，１，２，
…，２ｎ－１｝的置换．
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表３ 控制 Ｖ量子门真值表

输入 输出

ｘ１ ｘ０ ｘ１１ｘ１０ｘ０１ｘ００ ＩＤ′ｘ ＩＤｘ ｙ１ ｙ０ ｙ１１ｙ１０ｙ０１ｙ００ ＩＤ′ｙ ＩＤｙ

０ ０ ００００ ０ ０ ０ ０ ００００ ０ ０

０ １ ０００１ １ １ ０ １ ０００１ １ １

０ Ｖ０ ００１０ ２ ４ ０ Ｖ０ ００１０ ２ ４

０ Ｖ１ ００１１ ３ ５ ０ Ｖ１ ００１１ ３ ５

１ ０ ０１００ ４ ２ １ Ｖ０ ０１１０ ６ ６

１ １ ０１０１ ５ ３ １ Ｖ１ ０１１１ ７ ７

１ Ｖ０ ０１１０ ６ ６ １ １ ０１０１ ５ ３

１ Ｖ１ ０１１１ ７ ７ １ ０ ０１００ ４ ２

Ｖ０ ０ １０００ ８ ８    １６ １６

Ｖ０ １ １００１ ９ ９    １６ １６

Ｖ０ Ｖ０ １０１０ １０ １２    １６ １６

Ｖ０ Ｖ１ １０１１ １１ １３    １６ １６

Ｖ１ ０ １１００ １２ １０    １６ １６

Ｖ１ １ １１０１ １３ １１    １６ １６

Ｖ１ Ｖ０ １１１０ １４ １４    １６ １６

Ｖ１ Ｖ１ １１１１ １５ １５    １６ １６

３２ 基于量子门库 Ｌｎ以最小代价整体综合算法
设量子电路有 ｎ条量子线，量子门库中有 ｍ个不

同量子门，即 ｍ个不同置换规则，可重复取若干量子门
级联，构成的电路分别实现不同的置换，要求得到的每

个电路总代价最少．将综合过程生成的量子电路存入
红黑树，以方便查找与删除，该树节点的数据类型为：

ｓｔｒｕｃｔｒｂｔｎｏｄｅ
｛ ｇａｔｅ；／／本电路最后量子门名称及其所处位置．
ｃｐ；／／本电路的置换值．
ｐｃｐ；／／指向上一层电路的置换值．
ｌｅｎ；／／本电路的长度．
ｃｏｓｔ；｝／／本电路的量子代价．

根据广度优先方法，从仅需０个量子门的恒等电路
开始，构建红黑树 Ｓ［０］，仅有一个节点，其内容为（ｃｐ：

πｅ，ｃｏｓｔ：０），显然０个量子门的量子代价为 ０，为最优，
设已有所有长度为 ｊ－１的准最优电路，这里准最优电
路是指当电路长度从０到 ｊ－１时，量子代价最小的电
路，因此准最优电路是指目前是最优电路，但最终不一

定是最优电路；则所有长度为 ｊ的最优电路的生成方法
是将长度为ｊ－１的准最优电路 Ｂ的后面分别试探ｍ个
不同的量子门 Ａ，即 Ｂ的置换分别乘以ｍ个Ａ的置换，
得到新的置换 Ｃ，判断 Ｓ［０．．ｊ］是否存在置换 Ｃ，若不
存在，或树中存在节点的量子代价大于 Ｂ与Ａ的量子
代价之和，则写入数据，否则说明此前一定存在功能相

同即置换相同，且量子代价不大于当前电路的量子代

价，因此要去除，依次类推，直至电路试探生成的全部

量子电路都要去除，即没有生成量子代价更优的电路．

算法１ 最小代价量子电路整体综合算法ＱＭＣ４

输入：量子门库 Ｌｎ，量子代价标准 ｃｏｓｔｓ．

输出： ｍａｘｌ，ｍａｘｃ，Ｎ［０．．ＭＡＸＣ］，Ｓ［０．．ＭＡＸＬ］．

１．Ｓ［０］＝｛（ｃｐ：πｅ，ｃｏｓｔ：０）｝，ｊ＝０，Ｎ［０］＝１，Ｎ［１．．ＭＡＸＣ］＝０
２．ｗｈｉｌｅＳ［ｊ］≠ ｄｏ｛
３． ｊ＝ｊ＋１，Ｓ［ｊ］＝
４． ｆｏｒａｌｌＮｏｄｅｘｉｎＳ［ｊ－１］ｄｏ｛
５． ｂ＝Ｎｏｄｅｘ．ｃｐ；ｉｃｏｓｔ－ｐｒｅｖ＝Ｎｏｄｅｘ．ｃｏｓｔ
６． ｆｏｒａｌｌａｉｎＬｎｄｏ｛
７． ｐ＝ｂ°ａ．ｃｐ；ｉｃｏｓｔ＝ｉｃｏｓｔ－ｐｒｅｖ＋ｃｏｓｔｓ［ａ］
８． ｉｆ４ｎ∈ｐｔｈｅｎｃｏｎｔｉｎｕｅ
９． ｅｌｓｅｉｆｐ∪ｊ

ｉ＝０｛ｇ．ｃｐ｜ｇ∈Ｓ［ｉ］｝ｔｈｅｎ｛

１０．
Ｓ［ｊ］＝Ｓ［ｊ］∪｛（ｇａｔｅ：ａ．ｇａｔｅ，ｃｐ：ｐ，ｃｐ：ｂ，ｌｅｎ：ｊ，ｃｏｓｔ：
ｉｃｏｓｔ）｝

１１． ｉｆｘ∈ ｐ，ｘ＜２ｎｔｈｅｎ｛
１２． Ｎ［ｉｃｏｓｔ］＝Ｎ［ｉｃｏｓｔ］＋１｝｝

１３．
ｅｌｓｅ ｉｆｌ∈｛０，１，…，ｊ｝ｇ∈Ｓ［ｌ］，ｇ．ｃｐ＝ｐ∧ｇ．ｃｏｓｔ＞
ｉｃｏｓｔｔｈｅｎ｛

１４． Ｓ［ｌ］＝Ｓ［ｌ］－｛ｇ｝
１５． Ｓ［ｊ］＝Ｓ［ｊ］∪｛（ｇａｔｅ：ａ．ｇａｔｅ，ｃｐ：ｐ，ｃｐ：ｂ，ｌｅｎ：ｊ，ｃｏｓｔ：ｉｃｏｓｔ）｝
１６． ｉｆｘ∈ ｐ，ｘ＜２ｎｔｈｅｎ｛
１７． Ｎ［ｉｃｏｓｔ］＝Ｎ［ｉｃｏｓｔ］＋１；
１８． Ｎ［ｇ．ｃｏｓｔ］＝Ｎ［ｇ．ｃｏｓｔ］－１｝｝｝｝
１９． ｍａｘｌ＝ｊ－１；ｍａｘｃ＝ＭＡＸＣ
２０． ｗｈｉｌｅＮ［ｍａｘｃ］＝０ｄｏ｛
２１． ｍａｘｃ＝ｍａｘｃ－１｝

算法ＱＭＣ４将生成全部量子代价最小的 ｎ变量最
优量子电路，统计出各个量子代价的电路总数，存入数

组 Ｎ中，ＭＡＸＣ是指全部最优量子电路的最大量子代
价．第 １步，Ｓ［０］中只包含一个恒等电路，实现恒等置
换πｅ，ｊ＝０表示电路中没有门，Ｎ［ｊ］＝１表示长度为０
的电路总数为１，并对数组 Ｎ的其他元素清零；第２步，
若还存在长度为 ｊ的最优电路，则试求长度为 ｊ＋１的
最优电路；第３步，长度 ｊ增加１，最优电路的置换构成
的集合 Ｓ［ｊ］置为空；第４步，依次取出长度为 ｊ－１的最
优电路对应节点 Ｎｏｄｅｘ；第 ５步，ｂ与ｉｃｏｓｔ－ｐｒｅｖ分别为
节点Ｎｏｄｅｘ的置换与量子代价；第６～１８步，在长度为 ｊ
－１的准最优电路 ｂ后面追加量子门库Ｌ中的每个量
子门ａ；第７步，将置换 ｂ依次与置换ａ．ｃｐ乘积，生成
新的置换 ｐ，所得电路的量子代价为 ｉｃｏｓｔ；第８步，当置
换中存在非法值时，表示当前电路不可能为最优电路，

应去除；第９～１０步，若置换 ｐ不存在于已生成的准最
优电路中，将当前所得电路的相关值存入 Ｓ［ｊ］；第１１～
１２步，若 ｐ为逻辑电路的置换，将量子代价为 ｉｃｏｓｔ的准
最优逻辑电路个数加一；第１３～１８步，如果置换 ｐ存在
于 Ｓ［ｌ］中，且新电路比已有的电路 ｇ更优，则将电路 ｇ
从Ｓ［ｌ］中去除，并将新电路存入 Ｓ［ｊ］，若 ｐ为逻辑电路
的置换，将量子代价为 ｉｃｏｓｔ与ｇ．ｃｏｓｔ的准最优逻辑电
路个数分别加一与减一；转至第６步、第 ４步、第 ２步，
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如此反复，直至运行至第１９步，全部最优量子电路生成
完毕；第１９～２１步，分别求出最优电路中的最大长度
ｍａｘｌ与最大量子代价 ｍａｘｃ，显然 Ｔ（Ｌｎ，ＣＭ）＝∪ｍａｘｌ

ｉ＝０

Ｓ［ｉ］．
为何在第 １４步中可直接从 Ｓ［ｌ］中去除电路 ｇ？

显然 Ｓ［ｌ＋１］，Ｓ［ｌ＋２］，…，Ｓ［ｊ］中必然存在电路的最
前面子电路为 ｇ，因此这样操作必然会影响以 ｇ为子
电路的全部电路，事实不然，因为所求为最优量子电

路，既然已发现当前电路比 ｇ优化，因此所有包含电路
ｇ的电路一定不为最优，最终一定都会被删除，对最终
结果没有影响．

为何使用库 Ｌｎｃｖ和库 Ｌｎｃｔ综合量子逻辑电路时，前
者算法复杂度比后者高出许多，原因有：（１）Ｌｎｃｖ和 Ｌｎｃｔ的
量子门数分别为２１和１２，因此前者每次级联门的次数
更多；（２）Ｌｎｃｔ为二值逻辑综合，Ｌｎｃｖ为四值逻辑综合，后者
的电路置换数更多，综合规则更复杂；（３）库 Ｌｎｃｔ中只有
量子逻辑门，所以只能综合量子逻辑电路，而库 Ｌｎｃｖ综合
逻辑电路的过程中，还会伴随生成量子非逻辑电路，因

为最优电路中可能包含若干最优非逻辑电路，已知３量
子逻辑电路共 ２３！ ＝４０３２０个，因此库 Ｌｎｃｔ只会生成
４０３２０个最优３量子逻辑电路，而库 Ｌｎｃｔ使用算法ＱＭＣ４，
共生成８８７０３９个最优量子电路，含大量非逻辑电路，因
此需从中筛选出所求的４０３２０个最优逻辑电路．
３３ 基于算法ＱＭＣ４综合具体量子电路算法

算法２ 具体量子电路序列生成算法ＱＭＲ４
输入：量子门库 Ｌｎ，量子代价标准 ｃｏｓｔｓ，所求量子电路的置换 ｐ．
输出：所求长度最小的量子电路序列 Ｇ．
１．运行 ＱＭＣ４（Ｌｎ，ｃｏｓｔｓ），生成 Ｓ［０．．ｍａｘｌ］，Ｇ＝｛｝．

２．ｉｆｌ∈｛ｍａｘｌ，ｍａｘｌ－１，…，０｝ｇ∈Ｓ［ｌ］，ｇ．ｃｐ＝ｐｔｈｅｎ｛
３． ｉ＝ｌ，ｍｙｎｏｄｅ［ｉ］＝ｇ
４． ｗｈｉｌｅｉ＞１ｄｏ｛
５． ｉ＝ｉ－１，ｇ∈Ｓ［ｉ］，ｇ．ｃｐ＝ｍｙｎｏｄｅ［ｉ＋１］．ｐｃｐ
６． ｍｙｎｏｄｅ［ｉ］＝ｇ｝
７．ｆｏｒｉ＝１ｔｏｌｄｏ｛
８． Ｇ＝Ｇ＆ｍｙｎｏｄｅ［ｉ］．ｇａｔｅ｝

第１步，算法 ＱＭＣ４生成全部基于 Ｌｎ的量子逻辑
电路，存于 Ｓ中；第 ２步顺序查找电路长度为 ｌ，并在
Ｓ［ｌ］中查询电路的置换为 ｐ的节点．第 ３步得到当前
节点对应量子门的前面相连量子门的置换；第４～６步
不断向前找出电路中全部节点；第７～８步生成所求最
优量子电路序列．
３４ 构造新型量子逻辑门库算法

由命题３知，与量子门库 Ｌｎ等价的新型量子逻辑
门库一定存在，如能得到最简且等价的量子逻辑门库，

则在综合电路时就可以不用算法 ＱＭＣ４，而可用更为简
捷高效的基于量子逻辑门库的综合算法，现给出自动

构造新型量子逻辑门库的算法．

算法３ 构造新型量子逻辑门库算法ＱＬＬ
输入：量子门库 Ｌｎ，量子代价标准 ｃｏｓｔｓ．
输出：Ｌｎｅｗ．

１．Ｓｎ＝｛ｇ｜ｇ∈Ｔ（Ｌｎ，ｃｏｓｔｓ）∧ｉｓｌｏｇｉｃ（ｇ）｝

２．Ｌｎｅｗ＝Ｍｉｎ（｛ｇ｜ｇ∈Ｌｎ∧ｉｓｌｏｇｉｃ（ｇ）｝）

３．Ｓｎｅｗ＝Ｔ（Ｌｎｅｗ，ｃｏｓｔｓ）；Ｓｎ＝Ｓｎ－Ｓｎｅｗ
４．ｗｈｉｌｅＳｎ≠ ｄｏ｛

５． ｍｉｎｃ＝ｍｉｎ｛ｇ．ｃｏｓｔ｜ｇ∈Ｓｎ｝

６． ｍｉｎｌ＝ｍｉｎ｛ｇ．ｌｅｎ｜ｇ∈Ｓｎ∧ｇ．ｃｏｓｔ＝ｍｉｎｃ｝

７． Ｓｔｍｐ＝｛ｇ｜ｇ∈Ｓｎ∧ｇ．ｃｏｓｔ＝ｍｉｎｃ∧ｇ．ｌｅｎ＝ｍｉｎｌ｝

８． ｉｆ｜Ｓｔｍｐ｜＞０ｔｈｅｎ｛

９． Ｌｎｅｗ＝Ｌｎｅｗ∪Ｍｉｎ（Ｓｔｍｐ）

１０． Ｓｎｅｗ＝Ｔ（Ｌｎｅｗ，ｃｏｓｔｓ）；Ｓｎ＝Ｓｎ－Ｓｎｅｗ｝｝

所求新型量子逻辑门库 Ｌｎｅｗ为 ＱＬＬ（Ｌｎｃｖ），该库中
产生的新量子门为：Ｌｎｅｗ－Ｍｉｎ（｛Ｎ，ＣＮ｝），可得如下 ４
个量子逻辑门，其中一个为Ｐｅｒｅｓ门．

第１步，算法 ＱＭＣ４以量子代价 ｃｏｓｔｓ为标准，使用
库 Ｌｎ，生成全部的量子逻辑电路存入集合 Ｓｎ中；第 ２
步，将库 Ｌｎ中逻辑门的最小置换电路存入Ｌｎｅｗ中；第 ３
步，使用新库 Ｌｎｅｗ，以量子代价 ｃｏｓｔｓ为标准，综合全部
逻辑电路，因这些电路可以用 Ｌｎｅｗ综合，所以将这些电
路从 Ｓｎ中去除；第４步，若 Ｓｎ为空，则新库生成完毕；
第５步，获取 Ｓｎ中各电路的代价的最小值；第６步，获
取这些最小代价电路的最短长度；第７步，将满足这两
个条件的电路存入 Ｓｔｍｐ；第８～１０步，若 Ｓｔｍｐ不为空，则
将该集合的电路的最小置换电路加入 Ｌｎｅｗ中，再次用新
库 Ｌｎｅｗ综合量子逻辑电路，并将这些电路从 Ｓｎ去除，返
回第４步，如此反复，直至 Ｓｎ为空为止，即新库 Ｌｎｅｗ可
综合全部量子逻辑电路．

运行以上算法，可得新型量子门的构造图见图 ３，
其中门 ｇ１、ｇ２和 ｇ３处分别填入 Ｖ或Ｖ＋门，当 ｘ１＝ｘ２
＝０时，不选择任何门；当 ｘ１＝０，ｘ２＝１时，选择门 ｇ２和
ｇ３；当 ｘ１＝１，ｘ２＝０时，选择门 ｇ１和 ｇ３；当 ｘ１＝１，ｘ２＝１
时，选择门 ｇ１和 ｇ２，新型量子门的功能见表４．

表４ 新型量子逻辑门库的构造表

门的

名称
ｇ１ｇ２ｇ３

ｘ１＝０

ｘ２＝０

ｘ１＝０

ｘ２＝１

ｘ１＝１

ｘ２＝０

ｘ１＝１

ｘ２＝１
Ｐｅｒｅｓ ＶＶＶ＋ Ｉ ＶＶ＋＝Ｉ ＶＶ＋＝Ｉ ＶＶ＝Ｎ
Ｐ１ ＶＶ＋Ｖ＋ Ｉ Ｖ＋Ｖ＋＝Ｎ ＶＶ＋＝Ｉ ＶＶ＋＝Ｉ
Ｐ２ ＶＶ＋Ｖ Ｉ Ｖ＋Ｖ＝Ｉ ＶＶ＝Ｎ ＶＶ＋＝Ｉ
Ｐ３ ＶＶＶ Ｉ ＶＶ＝Ｎ ＶＶ＝Ｎ ＶＶ＝Ｎ
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表４中描述了在量子门的各种组合情况下 ｙ０上实
现的功能，以上量子门的组合实现新型量子门的功能

各不相同，且包含其它所有组合情况的功能，第一种是

Ｐｅｒｅｓ门，我们还构造了三种类似 Ｐｅｒｅｓ的新型量子门，
加入 Ｎ与ＣＮ门，形成新型量子逻辑门库，取名ＮＣＰ４．

使用３量子逻辑门库，基于位运算的３量子可逆逻
辑电路综合算法见我们已发表论文［５］．使用已构造的
新型３量子逻辑门库ＮＣＰ４，调用文献［５］的 ＱＭＣ算法，
快速生成全部最小代价的 ３量子逻辑电路，与前面
ＱＭＣ４的运行结果等价．可用文献［５］的 ＱＭＲ算法取出
所求电路序列．

４ 实验结果与分析

本文采用３变量可逆函数测试标准进行实验，共生
成４０３２０个可逆逻辑电路．实验的目的是用较短的时间
生成全部量子代价尽可能小的电路．本实验采用多种
量子门库，以多种量子代价标准，快速生成全部最优电

路．在量子电路综合的许多算法中，基于量子非逻辑门
库ＮＣＶ的综合算法却不多，如本领域的权威 Ｍａｓｌｏｖ教
授的最新文献公布的情况［１０］，在ＳｕｎＢｌａｄｅ１０００７５０ＭＨｚ
电脑上，运用４值逻辑综合算法，并引入一些优化规则，
提高了算法效率，用时约为６０ｓ，而文献［８］仅综合一个
６个门的Ｍｉｌｌｅｒ电路就用时 ３１８２９ｓ，文献［９］只能综合
其中１０１３６个电路；为公平比较，本实验的电脑为联想
奔腾 ＩＩＩ６６７ＭＨｚ６４Ｍ，电脑配置略低些，算法 ＱＭＣ４
（Ｌｎｃｖ，ｃｏｓｔｓ）生成全部电路，平均用时 ２４ｓ，而算法 ＱＬＭ
（Ｌｎｃｐ４，ｃｏｓｔｓ）生成全部电路，平均用时 ０．４８ｓ，比文献
［１０］快了近１２７倍．基于量子代价 ＮＣＶ１１１、ＮＣＶ０１２综
合的三量子逻辑电路的统计结果与文献［１０］相同，但文
献［１０］并没有给出基于量子代价 ＮＣＶ１５５与常用标准
ＮＣＶ０１１的统计结果，且文献最后给出的基于ＮＣＶ１１４
９的新量子代价标准的统计结果有误，可能作者与
ＮＣＶ１５５的统计值相混淆，详细的统计结果见表５和表
６．为检验本文算法，我们还采用Ｍａｓｌｏｖ提供的３量子标
准测试电路进行实验．以基于 ＣＮＴ量子门的电路３－１７
为例，以多种量子代价标准，先调用ＱＭＣ生成电路整体
综合数据，再运行ＱＭＲ，仅运行几步就生成基于ＮＣＶ量
子门电路序列，可以验证，这些电路的置换都为 Ｐ＝（７，
１，４，３，０，２，６，５），因 Ｔｏｆｆｏｌｉ门可以用 Ｐｅｒｅｓ门与 ＣＮ门级
联而得，得第一个门的代价是后两个门的代价之和．将
电路３－１７以多种量子代价标准综合，生成各种 ＮＣＶ最
优量子逻辑电路，此电路的代价与３－１７按此代价换算
后的电路代价参见表７．生成电路见图４，各标准综合最
优ＮＣＶ量子电路图相同，显然，这是巧合，没有必然性．

表５ 以多种量子代价标准综合最优ＮＣＶ三量子逻辑电路的数量

Ｃｏｓｔ ＮＣＶ１１１ ＮＣＶ０１２ ＮＣＶ０１１ ＮＣＶ１５５ ＮＣＶ１１４９

０ １ ８ ８ １ １
１ ９ ４８ ４８ ３ ３
２ ５１ １９２ １９２ ３ ３
３ １８７ ４０８ ４０８ １ １
４ ４１７ ４８０ ６７２ ０ ０
５ ７１４ １９２ １２４８ ６ ０
６ １３７３ １６ ３１８４ ２４ ０
７ ３１７６ １９２ ４３２０ １８ ０
８ ４４７０ １０５６ ３５５２ ０ ０
９ ４１２２ ３１６８ １１５２０ ０ ０
１０ １０００８ ４３２０ ４４１６ ２４ ０
１１ ５０３６ ６７２ ０ １１７ ０
１２ １２３６ ０ ９８５６ ５１ ０
１３ ８３４０ ０ ８９６ ０ ０
１４ １１８０ ２８８０ ０ ０ ６
１５ ０ １１５２０ ０ ５１ ２４
１６ ０ ４４１６ ０ ２８２ １８
１７ ０ ０ ０ ７５ ０
２０ ０ ０ ０ ８４ ０
２１ ０ ９８５６ ０ ４８３ ０
２２ ０ ８９６ ０ １０５ ０
２５１３８ ０ ０ ０ 略 略

表６ 以多种量子代价标准综合最优ＮＣＶ三量子逻辑电路的统计表

ＮＣＶ１１１ ＮＣＶ０１２ ＮＣＶ１５５ ＮＣＶ１１４９
Ｎ（Ｔ（Ｌ）） ４０３２０ ４０３２０ ４０３２０ ４０３２０
平均代价 １０．０３ １４．９８ ４６．３５ ７５．１７
Ｃｍａｘ（Ｔ（Ｌ）） １４ ２２ ６６ １３８
Ｎ（Ｌ） ２１ ２１ ２１ ２１

ＱＭＣ４时间（ｓ） ２４．２２ ２４．２８ ２４．３９ ２４．４０
ＱＭＣ时间（ｓ） ０．４５ ０．４５ ０．４５ ０．５６
文献［１０］时间（ｓ） ６０ ６０ ６０ ６０
提高倍数 １３３．３ １３３．３ １３３．３ １０７．１

表７ 以多种量子代价标准综合最优ＮＣＶ三量子逻辑电路的统计表

ＮＣＶ代
价标准

ＮＣＶ最优
电路代价

相应ＮＣＴ
代价标准

相应ＮＣＴ
电路代价

ＮＣＶ１１１ １０ ＮＣＴ１１５ １４
ＮＣＶ０１２ １５ ＮＣＴ０１８ １９
ＮＣＶ０１１ ９ ＮＣＶ０１５ １３
ＮＣＶ１５５ ４６ ＮＣＴ１５２５ ６５
ＮＣＶ１１４９ ９７ ＮＣＴ１１４５５ １５２

５ 结束语

量子非逻辑门的综合问题［８～１１］一直是人们研究的

重点，然而并没有取得突破性进展，本文通过构造新型
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量子逻辑门，取代量子非逻辑门，从而将此难题简化为

较易解决的量子逻辑门的综合问题，这是一个高效且

通用的解决方法．并结合基于完备 Ｈａｓｈ函数的量子逻
辑综合算法，实现使用多种量子逻辑门与非逻辑门，采

用任意最小的上下无关的量子代价标准，高效生成全

部最优的量子可逆逻辑电路．如何高效综合大规模量
子电路，这是亟待解决的重要课题之一．
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